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Losen Sie die Aufgaben in der Ubung und ggfs. den verbleibenden Rest zu Hau-
se. Geben Sie Thre Losungen (zum Beispiel via Email) an Thren Nachbarn. Er wird
sie korrigieren und die Korrektur an Sie zuriickgeben/schicken. Musterlosungen
finden Sie ab Freitag Abend im Internet.

1 Grundbegriffe

2 Methoden

2.1
Bestimmen Sie alle rationalen Losungen der Gleichung
245y =1

Antwort. Eine rationale Losung ist P := (1,0). Das Geradenbiischel durch P
ist Gy :y = Az —1) (A € Q). Der zweite Schnittpunkt Sy von G, mit der
Kurve 2?2 + 5y? = 1 hat 2-Koordinate

22 +5\x—1)]* =1,
d.h. (nach Division durch z — 1)

r+1+5\(x—1)=0.
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Es folgt

6 _ 5A2—1  —2\
A +rsa 1)

Die von P verschiedenen rationalen Losungen sind {S) : A € Q}. O

2.2

Bestimmen Sie alle ganzahligen Losungen der Gleichung
Sr+ Ty + 11z = 13.

Gibt es positive Losungen?

Antwort. Eine Matrix in GL(2,Z) mit erster Spalte (5,7,11)" ist

5
U=|7
11

O = W

0
0
1
Die gesuchte Losungsmenge ist daher

L={(13,u,0)U " :u,veZ}.

Wir haben
—4 3 0
Ut = 7 =50
44 —-33 1

Die allgemeinen Losung ist also

(=52 + Tu + 44v, 39 — bu — 33v,v).

2.3

Bestimmen Sie die Fundamentallosung der Pellschen Gleichung
x? — 27y = 1.
Antwort. Die Losung ist 26,5. Die Methode ist ausfiihrlich im Skript zu

finden und in den Ubungen nochmals vorgefiihrt worden (Blatt 10, Aufgabe
3 und 4). O



2.4
Bestimmen Sie fiir die elliptische Kurve E : y? = 3+x+1 die Gruppe E(F;).

Antwort. Die Losung findet man wie im entsprechenden ausfiihrlichen Bei-
spiel im Skript. Die richtige Antwort ist (sie ist natiirlich zu begriinden):

E<F7) = {(07 1)7 (27 2)? (07 _1>7 (27 _2)7 O}

Die Gruppe ist zyklisch. Setzt man P = (0, 1), so ist 2P = (2,—2), 3P =
(2,2), 4P = (0, —1). O

2.5

Die elliptische Kurve F : y* = z® — 77x/3 + 157/3 besitzt die rationalen
Punkte P = (2,3) und @ = (5,7). Berechnen Sie P & Q.

Antwort. Die Summe kann zum Beispiel wie in der gestrigen Vorlesung oder
nach der Methode im Skipt berechnet werden. Folgt man der ersten Methode,
so hat man mit F(z,y,2) = 23 — 77x2%/3 + 15723/3 — y? das Polynom
G(U,V) = F(QU +5V,3U + 7V,U + V) in Linearfaktoren zu zerlegen. Man
findet

G(U,V) = (—=65U — 92V )UV.

Es ist also
P®Q =[92(2,3,1)—65(5,7,1)] = [-47/9 : —179/27 : 1] = (—47/32, —179/33).
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